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Check List

My Goal:

ก่อนเริ่ม เรามาตั้งเป้าหมายและวางแผนการอ่านหนังสือกันเถอะ

"สู้ๆ นะน้องๆ ความพยายามอยู่ท่ีไหน ความส�ำเร็จอยู่ท่ีนั่น"

เน้ือหา วันท่ีอ่าน อ่านจบ แบบฝึกหัด หมายเหตุ

บทท่ี 0 เราพร้อมจะลุย

บทท่ี 13 กราฟของฟังก์ชนัก�ำลังสอง

บทที่ 14 การแปลงทางเรขาคณิต

บทที่ 15 ทฤษฎีบทพีทาโกรัส

บทที่ 16 ความเท่ากันทุกประการ

บทที่ 17 เส้นขนาน

บทที่ 18 ความคล้าย

บทที่ 19 พื้นที่ ปริมาตร
      และการมองภาพ

บทที่ 20 วงกลม

บทที่ 21 อัตราส่วนตรีโกณมิติ

บทที่ 22 ความน่าจะเป็น

บทที่ 23 สถิติ

วันนี้เลย 10 คะแนนเต็ม พร้อมสุด  ๆฉดุไม่อยูแ่ล้ว
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กราฟของ
ฟังก์ชัน

กำ�ลังสอง
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9ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

บทท่ี 13

แนะน�ำฟังก์ชัน

กราฟของฟังก์ชัน
กำ�ลังสอง

ฟังก์ชัน (Function) คือ ความสัมพันธ์ของปริมาณ x และปริมาณ y โดยที่ปริมาณ x แต่ละค่าจะม ี

ปริมาณ y ที่สอดคล้องกันเพียง 1 ค่า

ขอ้ตกลงเก่ียวกับสัญลักษณ์

• กรณท่ีี f เป็นฟังก์ชัน และค่าของ y ข้ึนอยูกั่บค่าของ x จะเขยีนแทนด้วย y = f(x) และเรยีก f(x) ว่า  

    ค่าของฟังก์ชัน f ที ่x

• สัญลักษณ์ f(x) อ่านว่า “เอฟของเอกซ์” หรือ “เอฟเอกซ์”

ตัวอย่างท่ี 1
จงตรวจสอบว่าความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่
1. y = x2 + 3x

วิธีท�ำ 	
	 เนื่องจาก เมื่อแทนค่า x ด้วยจ�ำนวนจริงใดๆ แต่ละค่าของ x จะให้ค่า y เพียง 1 ค่า
 	 เช่น    เม่ือแทน x ด้วย 0 จะได้ y = 02 + 3(0) = 0
 	       เมื่อแทน x ด้วย 1 จะได ้y = 12 + 3(1) = 4
 	       เมื่อแทน x ด้วย 2 จะได้ y = 22 + 3(2) = 10
 	 ดังนั้น ความสัมพันธ์ y = x2 + 3x เป็นฟังก์ชัน

2. x = (y + 1)2

วิธีท�ำ 	
	 เนื่องจาก เม่ือแทน x = 1 จะได ้1 = (y + 1)2 
 	        นั่นคือ y + 1 = 1 หรือ y + 1 = -1
 	        จะได้     y = 0 หรือ    y = -2 
 	 จะพบว่า ค่า x 1 ค่า จะท�ำให้ได้ค่า y 2 ค่า 
	 ดังนั้น ความสัมพันธ์ x = (y + 1)2 ไม่เป็นฟังก์ชัน

น้องๆ จ�ำง่ายๆ 
เมื่อแทนค่า x 1 ค่า

แล้วจะต้องได้ค่า y 1 ค่า
จึงจะเป็นฟังก์ชัน
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Date :

ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์10

ฟังก์ชันก�ำลงัสอง (Quadratic Function) จะอยู่ ในรปู y = ax2 + bx + c และ f(x) = ax2 + bx + c 

เมื่อ a, b, c เป็นค่าคงตัว และ a ≠ 0 โดยสมการ y = ax2 + bx + c เรียกว่า สมการของพาราโบลา

สมการที่สามารถเขียนอยู่ในรูป y = ax2 + bx + c

	 	 	     เมื่อ x, y เป็นตัวแปร

	 	              a, b, c เป็นค่าคงตัว และ a ≠ 0

ส่วนประกอบที่น้องๆ ควรรู้จักในระดับ ม.ต้น

จุดยอด (จุดวกกลับ) มี 2 แบบ คือ กราฟหงาย : จุดยอดเป็นจุดต�ำ่สุด

	 	 	 	    กราฟคว�่ำ : จุดยอดเป็นจุดสูงสุด	

a ≠ 0 เพราะ...?
ถ้า a = 0 จะท�ำให้สมการเป็น
   y = bx + c

ซึ่งเป็นสมการเส้นตรง
ไม่ ใช่พาราโบลา

NOTE

กราฟของฟังกชั์นก�ำลังสอง

ตัวอย่างท่ี 2
ให้ f(x) = x2 - x + 5 แล้ว f(2) + f(3) - f(4) เท่ากับเท่าไร

วิธีท�ำ 	
	 จาก 	 f(x) = x2 - x + 5
 	 จะได้	 f(2) = 22 - 2 + 5 = 4 - 2 + 5 = 7
	 	 f(3) = 32 - 3 + 5 = 9 - 3 + 5 = 11
	 	 f(4) = 42 - 4 + 5 = 16 - 4 + 5 = 17
 	 ดังนั้น f(2) + f(3) - f(4) = 7 + 11 - 17 = 1
 	 ตอบ  1

สมการของพาราโบลา

ส่วนประกอบของพาราโบลา
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

11

แกนสมมาตร คือ แกนที่แบ่งพาราโบลาออกเป็นสองส่วนเท่ากัน

จุดตัดแกน X, จุดตัดแกน Y

พาราโบลาหงาย

จุดตัดแกน X

จุดตัดแกน Y

แกนสมมาตรจุดยอด
(จุดต�่ำสุด)

Y

X

a > 0

พาราโบลาคว�่ำ

จุดตัดแกน Y

จุดตัดแกน X

แกนสมมาตร

จุดยอด
(จุดสูงสุด)

Y

X

a < 0

กราฟของพาราโบลาจากรูปแบบสมการต่างๆ

รูปแบบสมการ พาราโบลาหงาย (a > 0) พาราโบลาคว�่ำ (a < 0)

1  y = ax2 Y

X0

จุดยอด (จุดต�ำ่สุด) คอื จุด (0, 0)
ค่าต�่ำสุด คือ 0
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = 0 
           (แกน Y)

Y

X0

จุดยอด (จุดสูงสุด) คอื จุด (0, 0)
ค่าสูงสุด คือ 0
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = 0 
           (แกน Y)
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Date :

ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์12

รูปแบบสมการ พาราโบลาหงาย (a > 0) พาราโบลาคว�่ำ (a < 0)

2  y = ax2 + k Y

X0
k

จุดยอด (จุดต�ำ่สุด) คอื จุด (0, k)
ค่าต�่ำสุด คือ k
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = 0 
           (แกน Y)

Y

X0

k

จุดยอด (จุดสูงสุด) คอื จุด (0, k)
ค่าสูงสุด คือ k
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = 0 
           (แกน Y)

3  y = a(x - h)2 Y

X0 h

จุดยอด (จุดต�ำ่สุด) คอื จุด (h, 0)
ค่าต�่ำสุด คือ 0
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = h 

Y

X0 h

จุดยอด (จุดสูงสุด) คอื จุด (h, 0)
ค่าสูงสุด คือ 0
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = h 

4  y = a(x - h)2 + k Y

X0
(h, k)

จุดยอด (จุดต�ำ่สุด) คอื จุด (h, k)
ค่าต�่ำสุด คือ k
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = h 

Y

X0

(h, k)

จุดยอด (จุดสูงสุด) คอื จุด (h, k)
ค่าสูงสุด คือ k
แกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = h 
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

13

รูปแบบสมการ พาราโบลาหงาย (a > 0) พาราโบลาคว�่ำ (a < 0)

5  y = ax2 + bx + c Y

X0
(h, k)

จุดยอด (จุดต�ำ่สุด) คอื 
จุด (h, k) = (- b2a , 4ac - b2

4a )
ค่าต�่ำสุด คือ 4ac - b2

4a
แกนสมมาตร คอื เส้นตรง x = - b2a

Y

X0

(h, k)

จุดยอด (จุดสูงสุด) คอื 
จุด (h, k) = (- b2a, 4ac - b2

4a )
ค่าสูงสุด คือ 4ac - b2

4a
แกนสมมาตร คอื เส้นตรง x = - b2a

หลักๆ น้องๆ ต้องจ�ำรูปแบบที ่
4 , 5  นะ หรือจะจัดรูปสมการ
จาก   y = ax2 + bx + c
ให้เป็น y = a(x - h)2 + k

แล้วค่อยหาส่วนประกอบต่างๆ ก็ได้

NOTE

การเปรียบเทียบความกว้างของกราฟ

น้องๆ สังเกตดูนะ
ยิ่ง |a| มีค่ามาก กราฟยิ่งแคบ
ยิ่ง |a| มีค่าน้อย กราฟยิ่งกว้าง

Y

X

y = x2 y = 1
2 x

2

y = -2x2

y = -3x2

0

★ การหาจุดตัดแกน X และจุดตัดแกน Y ของพาราโบลา

• หาจุดตัดแกน X : แทน y = 0

• หาจุดตัดแกน Y : แทน x = 0
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์14

ตัวอย่างท่ี 1
จากสมการของพาราโบลาต่อไปนี ้จงบอกลกัษณะของกราฟ จดุยอด จดุสูงสุด/ต�ำ่สุด ค่าสงูสุด/
ต�่ำสุด และแกนสมมาตร
1. y = x2

วิธีท�ำ 	
จาก y = x2 เทียบกับ y = ax2 จะได้ a = 1
1. เนื่องจาก a > 0	 ดังนั้น กราฟเป็นพาราโบลาหงาย
2. จุดยอด (จุดต�่ำสุด)	 คือ จุด (0, 0)
3. ค่าต�่ำสุด	 	 คือ 0
4. แกนสมมาตร	 คือ เส้นตรง x = 0 (แกน Y)

2. y = -3x2 - 1

วิธีท�ำ 	
จาก y = -3x2 - 1 เทียบกับ y = ax2 + k 
จะได้ a = -3, k = -1
1. เนื่องจาก a < 0	 ดังนั้น กราฟเป็นพาราโบลาคว�ำ่
2. จุดยอด (จุดสูงสุด)	 คือ จุด (0, k) = (0, -1)  
3. ค่าสูงสุด	 	 คือ -1	 	 	 	 	
4. แกนสมมาตร	 คือ เส้นตรง x = 0 (แกน Y)

3. y = 2(x + 3)2 + 2

วิธีท�ำ 	
จาก y = 2(x + 3)2 + 2 เทียบกับ y = a(x - h)2 + k 
จะได้ a = 2, h = -3, k = 2 
1. เนื่องจาก a > 0	 ดังนั้น กราฟเป็นพาราโบลาหงาย
2. จุดยอด (จุดต�่ำสุด)	 คือ จุด (h, k) = (-3, 2) 
3. ค่าต�่ำสุด	 	 คือ 2	 	 	   
4. แกนสมมาตร	 คือ เส้นตรง x = -3

Y

X0 -1

พาราโบลาหงาย
จุดยอดจะเป็นจุดต�่ำสุด

พาราโบลาคว�ำ่
จุดยอดจะเป็นจุดสูงสุด

Y

X(-3, 2)

x = -3
0-3
2

Y

X0
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

15

4. y = -x2 + 2x - 7

วิธีท�ำ 	
		  วิธีท่ี 1
จาก    y = -x2 + 2x - 7
เทียบกับ y = ax2 + bx + c
จะได้    a = -1, b = 2, c = -7

จุดยอด คือ จุด (- b2a , 4ac - b2

4a )
   	 = (- 2

2(-1)
, 4(-1)(-7) - (2)2

4(-1) )
   	 = (1, -6)	  (น - ล)2 = น2 - 2นล + ล2

 (x - 1)2 = x2 - 2x + 1

ระวัง

โจทย์ถามอะไร ต้องดูดีๆ นะ 
• ถ้าถามหาจุดต�่ำสุด/สูงสุด  ตอบเป็นจุด (h, k)
• ถ้าถามหาค่าต�่ำสุด/สูงสุด  ตอบเป็นตัวเลข k

Y

X
(1, -6)

0 1
-6

x = 1 

1. เนื่องจาก a < 0	 ดังนั้น กราฟเป็นพาราโบลาคว�ำ่
2. จุดยอด (จุดสูงสุด)	 คือ จุด (h, k) = (1, -6)
3. ค่าสูงสุด	 	 คือ -6
4. แกนสมมาตร	 คือ เส้นตรง x = 1

		  วิธีท่ี 2
จัดให้อยู่ ในรูป y = a(x - h)2 + k
จาก	 y = -x2 + 2x - 7
   	 y = (-x2 + 2x -1) - 7 + 1
	 y = -(x2 - 2x + 1) - 6 
	 y = -(x - 1)2 - 6
จุดยอด คือ จุด (1, -6)
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์16

ตัวอย่างท่ี 1
ฟ้าต้องการล้อมรั้วรอบแปลงผักรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่อยู่ติดคลอง โดยด้านยาวซึ่งอยู่ติดคลองจะไม่มี
รั้วกั้น ถ้าฟ้ามีวัสดุท�ำรั้วยาว 120 เมตร และต้องการให้แปลงผักมีพื้นที่มากที่สุด จะต้องก�ำหนด
ความกว้างและความยาวของการล้อมรั้วอย่างไร และแปลงผักจะมีพื้นที่มากที่สุดเท่ากับเท่าไร 

วิธีท�ำ 	
ให้	 แปลงผักมีความกว้างเท่ากับ x เมตร
จะได้ แปลงผักมีความยาวเท่ากับ 
    120 - 2x เมตร ดังรูป

โจทย์มักถามหาค่าสูงสุด/ค่าต�่ำสุด

อ่านโจทย์ให้เข้าใจ ต้องรู้ว่าโจทย์ก�ำหนดอะไร และต้องการหาอะไร

สมมติตัวแปร สร้างสมการ และแก้สมการเพื่อหาค�ำตอบ

ตอบค�ำถามของโจทย์

โจทย์ปัญหาพาราโบลา
ในขั้นตอนนี ้น้องๆ อาจวาดรูปประกอบ
เพื่อให้เข้าใจง่ายขึ้นได้นะ

ตัวอย่างท่ี 2
จงหาจุดตัดแกน X และจุดตัดแกน Y ของกราฟพาราโบลา 3x2 + 3x - 6 + y = 0

วิธีท�ำ 	
จาก 3x2 + 3x - 6 + y = 0 จะได ้y = -3x2 - 3x + 6
หาจุดตัดแกน X : แทน y = 0
จะได้		         0 = -3x2 - 3x + 6
คูณ - 13 ตลอดท้ังสมการ ; 0 = x

2 + x - 2 
	 	         0 = (x + 2)(x - 1)
	               x = -2, 1
∴ จุดตัดแกน X คือ จุด (-2, 0) และจุด (1, 0)

หาจุดตัดแกน Y : แทน x = 0
จะได้	  y = -3(0)2 - 3(0) + 6
	   y = 6
∴ จุดตัดแกน Y คือ จุด (0, 6)

x x

120 - 2x
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ตัวอย่างท่ี 2
ในงานบุญบ้ังไฟ พีห่นุม่ยงิบ้ังไฟข้ึนฟ้า โดยสมัพนัธ์กับสมการ h = 20t - t2 เมือ่ h แทนความสูง
ท่ีบ้ังไฟอยูเ่หนอืพืน้ (เมตร) และ t แทนเวลาทีผ่่านไปหลังจากการยงิ (วินาที) อยากทราบว่าบ้ังไฟ
ของพี่หนุ่มจะขึ้นไปได้สูงสุดเมื่อเวลาผ่านไปกี่วินาท ีและขึ้นไปสูงสุดเท่าใด 

วิธีท�ำ
จากสมการ   h = 20t - t2

จัดรูป	    h = -t2 + 20t
เป็นสมการพาราโบลา จะได้ a = -1, b = 20, c = 0
              (เป็นพาราโบลาคว�ำ่ : มีจุดสูงสุด)
บั้งไฟขึ้นไปได้สูงสุดเมื่อ t = - b2a = -

20
2(-1) = 10 วินาที

และขึ้นไปสูงสุด h = 4ac - b2

4a

            = 4(-1)(0) - (20)2
4(-1)  

            = -400
-4  = 100 เมตร

ตอบ  บั้งไฟของพี่หนุ่มขึ้นไปจุดสูงสุดในเวลา 10 วินาท ีและขึ้นไปสูงสุด 100 เมตร

มองแบบ x, y ;
y = -x2 + 20x

เทียบกับ
y = ax2 + bx + c

ให้	 	 รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้านี้มีพื้นที่ y ตารางเมตร
เนือ่งจาก	 พื้นที่รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า = ความกว้าง × ความยาว
จะได้สมการ	 y = x(120 - 2x) 
	       y = -2x2 + 120x (สมการพาราโบลา)
เทียบกับ y = ax2 + bx + c จะได ้a = -2, b = 120, c = 0 
                           (เป็นพาราโบลาคว�ำ่ : มีจุดสูงสุด)

ความกว้าง (x) ที่ท�ำให้ได้พื้นที่มากที่สุด = - b2a = -
120
2(-2) = 30 เมตร

จะได้ 	 ความยาว = 120 - 2(30) = 60 เมตร
จะได้ว่า	 แปลงผักมีพื้นที่มากที่สุดเท่ากับ 30 × 60 = 1,800 ตารางเมตร

หรือใช้สูตร พื้นที ่(y) ที่มากที่สุด = 4ac - b
2

4a  = 4(-2)(0) - (120)
2

4(-2)  = -(120 × 120)-8  

 	 	 	      = 1,800 ตารางเมตร
ตอบ  กว้าง 30 เมตร และยาว 60 เมตร และแปลงผกัมพีืน้ท่ีมากท่ีสุด 1,800 ตารางเมตร
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์18

1.   ขอ้ใดต่อไปน้ีกล่าวผิด

1. กราฟของสมการ y = -14x2 มจุีดสูงสุด คอื จุด (0, 0)

2. กราฟของสมการ y = x2 - 12x - 39 เป็นพาราโบลาหงาย	       

3. กราฟของสมการ y = 5 และกราฟของสมการ y = (x + 1)2 - 4 ตดักัน 1 จุด	    

4. กราฟของสมการ y = 2(x - 3)2 มค่ีาต�ำ่สุด คอื 0

2.   

-4-5 -3

3
2
1

-2 -1 0 1

Y

X

    จากรูป เป็นกราฟของสมการ y = ax2 + bx + c

                                                      ค่าของ c - a ตรงกับขอ้ใด

	 	 	 	 	 1. -2	 	    2. 
1
3 	       

					     3. 
4
3 	 	    4. 2

3.  กราฟของสมการ y = x2 - 3x - 18 มีจุดตัดบนแกน X ห่างกันก่ีหน่วย

1. 3 หน่วย		    2. 6 หน่วย	      3. 9 หน่วย	     4. 12 หน่วย

4.  กราฟของสมการพาราโบลา y = 2x2 - 28x + 95 มีลักษณะตรงกับขอ้ใดต่อไปน้ี

1. กราฟมแีกนสมมาตร คอื เส้นตรง x = -3		

2. กราฟตัดแกน Y ท่ีจุด (0, 67)

3. จุดยอดของกราฟอยูเ่หนอืแกน X	 	

4. จุดต�ำ่สุดของกราฟห่างจากแกน Y 7 หน่วย
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5.   ถ้ากราฟของสมการ y = -4(x - h)2 + 5 ผ่านจุด (0, 1) และ h > 0 แล้วจุดสูงสุดของ 
       กราฟของสมการน้ีตรงกับขอ้ใด

1. (-1, 5)		    			   2. (1, 5)

3. (-2, 5)	    				    4. (2, 5)

6.  จุดตัดของพาราโบลา y = ax2 + bx + c ท่ีมีจุดยอดอยู่ท่ี (-2, 1) และผ่านจุด (-1, 2)  
       กับเส้นตรง y = -x อยู่ในจตุภาคใด

1. 2		     			   2. 3	       

3. 1 และ 2	     			   4. 3 และ 4

7.  พาราโบลาท่ีมีสมการเป็น y = c + 2x - x2 มีค่าสูงสุดเท่ากับ 7 จะมีจุดตัดแกน Y  
       เป็นจุดใด

1. (0, -6)		    			   2. (0, 6)	       

3. (0, -7)	    				    4. (0, 7)

8. พ่อล้อมรั้วท่ีดินรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากแปลงหน่ึง โดยล้อมรั้วเพียง 3 ด้าน ถ้ารั้วท้ังหมด
 

       ยาว 400 เมตร แล้วท่ีดินแปลงน้ีมีพ้ืนท่ีมากท่ีสุดเท่ากับเท่าใด

1. 10,000 ตารางเมตร	 		

2. 20,000 ตารางเมตร

3. 40,000 ตารางเมตร	 	 	

4. 80,000 ตารางเมตร	
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Date :

9.  หนูตัวหน่ึงยืนอยู่ท่ีจุดยอดของพาราโบลา y = (x + 10)2 + 20 ถ้ากราฟพาราโบลา 
     เคล่ือนท่ีไปตามหนู โดยหนูเดินไปทางทิศใต้ 10 หน่วย แล้วเดินไปทางทิศตะวันออก

 
        อีก 25 หน่วย จึงหยุดยืนอีกครั้ง สมการของพาราโบลา ณ จุดสุดท้ายท่ีหนูยืนตรงตาม 
       ขอ้ใด

1. y = (x - 15)2 + 10	 		

2. y = x2 + 45

3. y = (x - 10)2 + 30	 	 	

4. y = (x + 20)2 + 45

 10.   ยิงพลุสัญญาณจากเรือล�ำหน่ึงขึน้ไปบนท้องฟ้า โดยมีความสัมพันธ์ตาม 

     h = 4 + 18 - 1.8t2 เม่ือ h แทนความสูงของพลุจากพ้ืนน�้ำ (เมตร) และ t แทนเวลา 

     ท่ีผ่านไปหลังจากการยิง (วินาที) พลุขึน้ไปได้สูงสุดเม่ือเวลาผ่านไปก่ีวินาทีหลังจาก
 

       การยิง

1. 3 วินาที		 	 		  2. 4 วนิาที

3. 5 วนิาที		 	 	 	 4. 8 วนิาที
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เฉลยแนวขอ้สอบ

1. ตอบ 3.   กราฟของสมการ y = 5 และกราฟของสมการ y = (x + 1)2 - 4 ตัดกัน 1 จุด

พิจารณาตัวเลือกทีละข้อ 

1. กราฟของสมการ y = -14x2 มีจุดสูงสุด คือ จุด (0, 0) 

  ถูก เพราะจาก y = -14x2 จะได ้a = -14 (a < 0)  

     แสดงว่าเป็นพาราโบลาคว�่ำ และมีจุดสูงสุด คือ จุด (0, 0) 

2. กราฟของสมการ y = x2 - 12x - 39 เป็นพาราโบลาหงาย

  ถูก เพราะจาก y = x2 - 12x - 39 

     จะได ้a = 1 (a > 0) แสดงว่าเป็นพาราโบลาหงาย

3. กราฟของสมการ y = 5 และกราฟของสมการ y = (x + 1)2 - 4 ตัดกัน 1 จุด

  ผิด เพราะแทน y = 5 ใน y = (x + 1)2 - 4

     จะได้ 5 = (x + 1)2 - 4  (x + 1)2 = 9  x + 1 = 3, x + 1 = -3  x = 2, -4

     ดังนั้น จุดตัดกราฟมี 2 จุด คือ (2, 5) และ (-4, 5)

4. กราฟของสมการ y = 2(x - 3)2 มีค่าต�่ำสุด คือ 0

  ถูก เพราะเมื่อเทียบกับ y = a(x - h)2 + k 

     จะได ้a = 2 (a > 0) และ k = 0

 	   แสดงว่ากราฟมีค่าต�่ำสุด คือ 0

แสดงว่า x + 1 ม ี2 ค่า คอื 3, -3

ค่าต�ำ่สุด/สูงสุด คอื ค่า k 
ส่วนแกนสมมาตร คอื เส้นตรง x = h
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Date :

2. ตอบ 4.   2

จากรูป กราฟเป็นพาราโบลาคว�ำ่

และมจุีดยอด คอื (h, k) = (-2, 3) และกราฟผ่านจุด (-5, 0)          

                  และ (1, 0)

จากสมการพาราโบลา    y = a(x - h)2 + k

แทนจุดยอด (-2, 3) ;  y = a(x + 2)2 + 3

แทนจุดผ่าน (1, 0) ;   0 = a(1 + 2)2 + 3

               -3 = a(9)

               a = - 39 = -
1
3 

ดังนั้น กราฟนี้มีสมการ คือ y = - 13 (x + 2)2 + 3	

	 	       y = - 13 (x2 + 4x + 4) + 3 

	 	       y = - 13 x2 - 4
3 x - 4

3  + 3

	 	       y = - 13 x2 - 4
3 x + 5

3  	

3. ตอบ 3.   9 หน่วย

จาก 	 y = x2 - 3x - 18

หาจุดตัดแกน X ; แทน y = 0

จะได้	 0 = x2 - 3x - 18

 		 0 = (x - 6)(x + 3)

 		 x = 6, -3

ดังนั้น กราฟมีจุดตัดแกน X คือ (-3, 0) และ (6, 0)

น้องๆ สามารถใช้
จุดผ่านไหนก็ได้นะ
(เอาที่คิดเลขง่าย)

จาก     y = - 13 x2 - 4
3 x + 5

3

เทียบกับ   y = ax2 + bx + c

จะได้     a = - 13
, c = 5

3

ดังนั้น	 c - a = 5
3  - (- 13 )

	      = 6
3 

	      = 2

Y

-3 6

ห่างกัน 9 หน่วย

0 X

-4-5 -3

3
2
1

-2 -1 0 1

Y

X
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4. ตอบ 4.   จุดต�่ำสุดของกราฟห่างจากแกน Y 7 หน่วย

จากสมการ     y = 2x2 - 28x + 95 จัดให้อยู่ ในรูป y = a(x - h)2 + k

จะได้	       y = [2x2 - 28x + 2(7)2] + 95 - 2(7)2

 	       y = 2[x2 - 2(7)x + 72] + 95 - 2(72)

 	       y = 2(x - 7)2 - 3

 			     พิจารณาตัวเลือกทีละข้อ

1. กราฟมีแกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = -3 

  ผิด เพราะกราฟมีแกนสมมาตร คือ เส้นตรง x = 7

2. กราฟตัดแกน Y ที่จุด (0, 67) 

  ผดิ เพราะเมือ่แทน x = 0 ใน y = 2x2 - 28x + 95 จะได้ y = 95

3. จุดยอดของกราฟอยู่เหนือแกน X 

  ผิด เพราะจุดยอดของกราฟอยู่ ใต้แกน X

4. จุดต�่ำสุดของกราฟห่างจากแกน Y 7 หน่วย  

  ถูก เพราะจุดต�ำ่สุด คอื (7, -3) ห่างจากแกน Y 7 หน่วย (ดูจาก  

      กราฟประกอบ)

5. ตอบ 2.   (1, 5)

จาก	    y = -4(x - h)2 + 5

แทนจุดผ่าน (0, 1) ; 1 = -4(0 - h)2 + 5

		       -4 = -4(-h)2

		        h2 = 1

	             h = 1, -1

(น - ล)2 = น2 - 2นล + ล2

 (x - 7)2 = x2 - 2(7)x + 72

บวก 2(7)2 เข้า 
ก็ต้องลบ 2(7)2 ออก 

แทน h = 1 ในสมการ ; y = -4(x - 1)2 + 5

เทียบกับ	          y = a(x - h)2 + k	

ดังนัน้ กราฟมจุีดสูงสุด คอื จุด (h, k) = (1, 5)

โจทย์ก�ำหนด
h > 0

-3
7

(7, -3)

x = 7

0

Y

X

(-h)2 = h2
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6. ตอบ 1.   2

จาก พาราโบลา y = ax2 + bx + c ท่ีมจุีดยอดอยูท่ี่ (-2, 1) และผ่านจดุ (-1, 2) ตดักับเส้นตรง 

y = -x  สามารถเขียนกราฟได้ดังนี้

                      จะได้ว่าจุดตัดของเส้นตรงและพาราโบลาอยู่ ในจตุภาคที ่2

7. ตอบ 2.   (0, 6)

จาก พาราโบลาที่มีสมการเป็น y = c + 2x - x2 เทียบกับ y = ax2 + bx + c

จะได้ a = -1,  b = 2,  c = c (เป็นพาราโบลาคว�ำ่ : มีจุดสูงสุด)

จาก ค่าสูงสุดของพาราโบลาเท่ากับ 7 

จะได้	 	 4ac - b2

4a  = 7

         4(-1)c - 22

4(-1)  = 7

	        -4c - 4 = -28

	 	     -4c = -24

	 	       c = 6

ดังนั้น พาราโบลามีสมการเป็น y = 6 + 2x - x2

หาจุดตัดแกน Y (แทน x = 0) ; y = 6

ดังนั้น จุดตัดแกน Y คือ จุด (0, 6)

-2

2
1

-1

y = -x

0

Y

X

พาราโบลา y = ax2 + bx + c ที่มีจุดยอดอยู่ที่ 
(-2, 1) และผ่านจุด (-1, 2) จุดยอดอยู่ต�่ำกว่าจุดผ่าน 
พาราโบลาหงายแน่นอน

ข้อนีน้้องๆ สามารถวาดกราฟแล้วดูจุดตัดได้เลย

ยังจ�ำได้ไหม

พาราโบลาจะมคี่าสูงสุด
เมื่อเป็นพาราโบลาคว�ำ่

ค่าสูงสุด = 4ac - b2

4a
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8. ตอบ 2.   20,000 ตารางเมตร

ให้ ที่ดินมีด้านหนึ่งยาว x เมตร 

จะได้อีกด้านยาว 400 - 2x เมตร ดังรูป

ให้ ที่ดินมีพื้นที่ y ตารางเมตร

เนื่องจาก พื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

       = ความกว้าง × ความยาว

จะได้สมการ   y = x(400 - 2x) 

	     y = -2x2 + 400x

เป็นสมการพาราโบลา มี a = -2, b = 400, c = 0 (เป็นพาราโบลาคว�ำ่ : มีจุดสูงสุด)

พื้นที่ (y) ที่มากที่สุด = 4ac - b
2

4a  = 4(-2)(0) - (400)
2

4(-2)  = 20,000 ตารางเมตร

9. ตอบ 1.   y = (x - 15)2 + 10

จาก พาราโบลา y = (x + 10)2 + 20

จะได้ จุดยอด (จุดเริม่ต้นของหน)ู คอื จุด (-10, 20)

หนูเดินไปทางทิศใต ้10 หน่วย แล้วเดินไปทางทิศตะวันออกอีก 25 หน่วย

จะได ้จุดยอดใหม่ (จุดสุดท้ายที่หนูยืน) คือ

	 (-10 + 25, 20 - 10) = (15, 10)

จากตัวเลือก จะได้ว่า 

	 สมการพาราโบลาที่มีจุดยอดเป็นจุด (15, 10)

	 คือ y = (x - 15)2 + 10

ข้อนีน้้องๆ ลองวาดกราฟ 
และเลือ่นจุดยอดตามทิศทาง
ท่ีหนเูดิน แล้วจะได้ค�ำตอบนะ

x x

400 - 2x

ด้านที่ไม่ล้อมรั้ว

10

10

20

-20 20-10

หนู

หนู

0

Y

X
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Date :

มองแบบ x, y ;
y = -1.8x2 + 18x + 4

เทียบกับ y = ax2 + bx + c

10. ตอบ 3.   5 วินาที

จากสมการ	 h = 4 + 18t - 1.8t2

จัดรูป	 	 h = -1.8t2 + 18t + 4	

เป็นสมการพาราโบลา จะได ้a = -1.8, b = 18, c = 4 (เป็นพาราโบลาคว�ำ่ : มีจุดสูงสุด)

พลุขึ้นไปได้สูงสุดเมื่อ	  t = - b2a 

              	   = - (18)
2(-1.8) 

                   = 10
2  

                   = 5 วินาที
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บทท่ี 14
การแปลง 

ทางเรขาคณิต
การแปลงทางเรขาคณิต คือ การเปลี่ยนแปลงของวัตถุ โดยอาจเปลี่ยนแปลงขนาด รูปร่าง ต�ำแหน่ง 

หรือทิศทางของวัตถุ

A
A'

รูปที่ 1
จากภาพ รูปที่ 1 เป็นรูปต้นแบบ 
จุด A เป็นจุดหนึ่งบนรูปที่ 1

รูปที่ 2
และรูปที ่2 เป็นภาพที่ได้จากการแปลงรูปที ่1

จุด A' เป็นภาพที่ได้จากการแปลงจุด A

เราจะเรียกจุด A และจุด A' ว่า “จุดที่สมนัยกัน”

NOTE : ส่ิงส�ำคัญของการแปลง

เราเรียกรูปเรขาคณิตก่อนการแปลงว่า รูปต้นแบบ
และเรียกรูปเรขาคณิตหลังการแปลงว่า ภาพที่ได้จากการแปลง

จุดทุกจุดของรูปต้นแบบ ส่งไปแบบจุดต่อจุด จุดทุกจุดบนภาพ 

การแปลงทางเรขาคณิตที่เป็นพื้นฐานมี 4 แบบ ได้แก่

	 การเลื่อนขนาน การสะท้อน การหมุน และการย่อ/ขยาย

เป็นการแปลงทางเรขาคณิตที่
“ภาพ” มีรูปร่างและขนาดเดียวกัน

กับ “รูปต้นแบบ” เสมอ

ใน ม.ต้น เราจะกล่าวถึง
เพียงการเลื่อนขนาน การสะท้อน 

และการหมุนนะ
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คือ การเลื่อนจุดทุกจุดไปตามแนวเส้นตรงในทิศทางเดียวกัน เป็นระยะทางเท่ากัน

ใช้แสดงทิศทางและระยะทางที่ก�ำหนดให้ในการเลื่อนขนาน เขียนแทนด้วย

[ ab ] หรือ (a, b)
	 a บอกการเลื่อนไปตามแนวแกน X (a เป็นบวก เลื่อนไปทางขวา, a เป็นลบ เลื่อนไปทางซ้าย)

	 b บอกการเลื่อนไปตามแนวแกน Y (b เป็นบวก เลื่อนขึ้น, b เป็นลบ เลื่อนลง)

เช่น เลื่อนจุด A ตามเวกเตอร์ (4, -3) 

   หมายถึง เล่ือนจุด A ไปทางขวาตามแนวแกน X 4 หน่วย และเลือ่นลงไปตามแนวแกน Y 3 หน่วย

การเล่ือนขนาน

สมบัติของการเล่ือนขนาน

A

B

C
B'

A' C'

เวกเตอร์

1. รปูต้นแบบและภาพท่ีได้จากการเลือ่นขนานสามารถทับกันได้สนทิ 

    โดยไม่ต้องพลิกรูป

2. ส่วนของเส้นตรงทีเ่ช่ือมระหว่างจุดท่ีสมนยักัน (AA', BB', CC')    

  จะขนานกันและยาวเท่ากัน

3. ส่วนของเส้นตรงบนรปูต้นแบบและภาพท่ีได้จากการเลือ่นขนาน    

    (AB กับ A'B', BC กับ B'C', AC กับ A'C') จะขนานกันและ 

    ยาวเท่ากัน
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ก�ำหนดจุด P มพีกัิดเป็น (x, y) และจุด P' เป็นภาพท่ีได้จากการเลือ่นขนาน

เทคนิคคิดเร็ว

NOTE : เวกเตอร ์MN

M
N
 เขียนแทนด้วย MN 

(M เป็นจุดเริ่มต้น และ N เป็นจุดสิ้นสุด)

เวกเตอร์แสดงทิศทาง [ab]
พิกัดภาพ (P') (x + a, y + b)

ตัวอย่างท่ี 1
ก�ำหนด △ABC มีจุด A(-3, -2), B(-2, -4) และ C(1, -3) เป็นจุดยอด เลื่อนขนานด้วย
เวกเตอร์ MN ตามรูป จงหาภาพที่ได้จากการเลื่อนขนานและหาพิกัดของจุดยอดของ △A'B'C'
วิธีท�ำ 	

จาก MN (ตามรูป) 
จะได้ว่า จะต้องเลื่อนขนานโดย
เลื่อนไปทางขวาตามแนวแกน X 5 หน่วย 
และเลื่อนขึ้นไปตามแนวแกน Y 4 หน่วย
จากรูป เลื่อนขนานด้วยเวกเตอร์ MN
จะได้ จุด A'(2, 2), B'(3, 0) 
    และ C'(6, 1)

Y

X

B(-2, -4)

A(-3, -2)

M

N 4

-4

2

-2
-6 -4 -2 0 2 4 6

 C(1, -3)
B'(3, 0)

A'(2, 2)
C'(6, 1)
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ตัวอย่างท่ี 2

ก�ำหนด �ABCD มจุีด A(5, 1), B(-1, 3), C(2, 0) และ D(-3, -3) เล่ือนขนานตามเวกเตอร์ [ 2-1]
จงหาพิกัดของจุดยอดของ �A'B'C'D' ซึ่งเป็นภาพที่ได้จากการเลื่อนขนาน
วิธีท�ำ 	

	 ใช้สูตร  (เลื่อนขนานตามเวกเตอร์ [ 2-1])	
	 จาก	 A(5, 1)   จะได ้A'(5 + 2, 1 - 1) = A'(7, 0)
	 	 B(-1, 3)  จะได ้B'(-1 + 2, 3 - 1) = B'(1, 2)
	 	 C(2, 0)   จะได ้C'(2 + 2, 0 - 1) = C'(4, -1)
	 	 D(-3, -3) จะได ้D'(-3 + 2, -3 - 1) = D'(-1, -4)

การสะทอ้น

คอื การแปลงทางเรขาคณิตท่ีมกีารพลกิรปู โดยมเีส้นในแนวตรงเส้นหนึง่เป็นเส้นสะท้อน (Line of Reflection 

หรือ Mirror Line)

1. รปูต้นแบบและภาพท่ีได้จากการสะท้อนสามารถทับกันได้สนทิ 

    โดยต้องพลกิรปู

2. จุดท่ีสมนยักันแต่ละคูห่่างจากเส้นสะท้อนเท่ากัน 

3. ส่วนของเส้นตรงทีเ่ชือ่มระหว่างจุดท่ีสมนยักัน (AA', BB', CC')

  จะขนานกันและต้ังฉากกับเส้นสะท้อน

สมบัติของการสะทอ้น

B

C C'

A A'

B'

จุดบนรูปต้นแบบที่อยู่บนเส้นสะท้อน
จะเป็นจุดเดียวกับจุดบนภาพจากการสะท้อน
จากรูปด้านบน น้องๆ จะเห็นว่าจุด C 

และจุด C' เป็นจุดเดียวกัน

NOTE  : กรณีท่ีจุดบนรูปต้นแบบอยู่บนเส้นสะท้อน

เส้นสะท้อน
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รูปแบบการสะท้อนท่ีพบบ่อย

ก�ำหนดจุด P มพีกัิดเป็น (x, y) และจุด P' เป็นภาพท่ีได้จากการสะท้อนจุด P ข้ามเส้นสะท้อนต่อไปนี้

เทคนิคคิดเร็ว

เส้นสะท้อน แกน X แกน Y y = x y = -x x = a y = b

พิกัดภาพ (P') (x, -y) (-x, y) (y, x) (-y, -x) (-x + 2a, y) (x, -y + 2b)

เมื่อ a, b เป็นคา่คงตัว

ตัวอย่างท่ี 1
ก�ำหนดให้จุด P มพีกัิดเป็น (-2, 3) จงหาพกัิดของจุด P' ซ่ึงเป็นภาพท่ีได้จากการสะท้อนจุด P 
ข้ามเส้นสะท้อนต่อไปนี้
วิธีท�ำ 	

วิธีท่ี 1 : วาดกราฟ
	    1. แกน X				      2. แกน Y

	    ดังนั้น P' มีพิกัด คือ (-2, -3)          ดังนั้น P' มีพิกัด คือ (2, 3)

P(-2, 3) P'(2, 3)

-4

-4 2-2 4
-2

4

Y

X
2

0

ถา้น้องๆ จ�ำสูตรไม่ได้
วาดกราฟแล้วท�ำวิธีตรงเลยก็ได้นะ

P(-2, 3)

-4

-4 2-2 4
-2

4

Y

X
2

0

P'(-2, -3)
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	    3. เส้นตรง y = x	 	 	    4. เส้นตรง y = -x 

       ดังนั้น P' มีพิกัด คือ (3, -2)	 	    ดงันัน้ P' มพีกิดั คอื (-3, 2)
วิธีท่ี 2 : ใช้สูตร
	    จากภาพที่เกิดจากการสะท้อน P(x, y) ข้ามเส้นสะท้อน

P'(3, -2)

P(-2, 3)

-4
-2

4

Y

X

y = x2

-4 2-2 40

P'(-3, 2)

P'(-2, 3)

-4

-4 2-2 4
-2

4

Y

X

2

0
y = -x

เส้นสะท้อน

แกน X แกน Y y = x y = -x 

รูปต้นแบบ P(x, y) (x, -y) (-x, y) (y, x) (-y, -x)

รูปต้นแบบ P(-2, 3) (-2, -3) (2, 3) (3, -2) (-3, 2)

ตัวอย่างท่ี 2
ก�ำหนด △ABC มจุีด A(-1, 4), B(-3, -1) และ C(3, 5) เป็นจดุยอด และให้เส้นตรง x = 3 
เป็นเส้นสะท้อน จงหาพกัิดของจุด A', B' และ C' ซึง่เป็นภาพท่ีได้จากการสะท้อนจุด A, B และ C
วิธีท�ำ 	

วิธีท่ี 1 : วาดกราฟ
  จะได้ พิกัดของ A' คือ (7, 4)
	      พิกัดของ B' คือ (9, -1)
	      พิกัดของ C' คือ (3, 5)

B(-3, -1)

A(-1, 4)

B'(9, -1)

A'(7, 4)
C'(3, 5)
C(3, 5)

-6 2-4 4 6 8

Y

X
0

6
4
2

-2
-2

-4
x = 3
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P

O

P'

k°

วิธีท่ี 2 : ใช้สูตร
	    จากสูตร การสะท้อนจุด P(x, y) ข้ามเส้นสะท้อน x = a 
	    จะได้	 P' มีพิกัด คือ (-x + 2a, y)
	    จากโจทย์	 เส้นสะท้อน คือ เส้นตรง x = 3
	    แทนค่า	 a = 3
	    จาก		 A(-1, 4)	   จะได ้A'(-(-1) + 2(3), 4) = A'(7, 4)
	 	 	 B(-3, -1)   จะได ้B'(-(-3) + 2(3), -1) = B'(9, -1)
	 	 	 C(3, 5)	   จะได ้C'(-3 + 2(3), 5) = C'(3, 5)

คอื การแปลงทางเรขาคณติท่ีจุดทุกจุดของรปูต้นแบบเคล่ือนท่ีรอบจุดหมนุ (Center of Rotation) ในทศิทาง

ที่ก�ำหนด (ตามเข็มนาฬิกา หรือทวนเข็มนาฬิกา) ด้วยมุมขนาดเดียวกัน

การหมุน

1. รูปต้นแบบและภาพที่ได้จากการหมุนสามารถทับกันได้สนิท 

    โดยไม่ต้องพลิกรูป

2. จุดบนรปูต้นแบบและภาพจากการหมนุคูท่ี่สมนยักันจะอยูบ่น 

     วงกลมเดียวกัน โดยมีจุดหมุนเป็นจุดศูนย์กลาง (วงกลม 

    แต่ละวงไม่จ�ำเป็นต้องมีรัศมีเท่ากัน)

3. เส้นตรงท่ีแบ่งครึ่งและต้ังฉากกับส่วนของเส้นตรงท่ีเชื่อม 

    ระหว่างจุดบนรูปต้นแบบกับภาพ (PP') ที่ได้จากการหมุน  

             จะผ่านจุดหมุนเสมอ

สมบัติของการหมุน

จุดบนรูปต้นแบบที่อยู่บนจุดหมุนจะเป็น
จุดเดียวกับจุดบนภาพจากการหมุน

NOTE  : กรณีท่ีจุดบนรูปต้นแบบอยู่บนจุดหมุน
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รูปแบบการหมุนท่ีพบบ่อย

ก�ำหนดจุด P มีพิกัดเป็น (x, y) และจุด P' เป็นภาพที่ได้จากการหมุนจุด P รอบจุดก�ำเนิด (0, 0) 

ด้วยทิศทางและขนาดมุมต่อไปนี้

เทคนิคคิดเร็ว

ขนาดมุม/ทิศทาง 90° 180° 270°

ตามเข็มนาฬิกา (y, -x) (-x, -y) (-y, x)

ทวนเข็มนาฬิกา (-y, x) (-x, -y) (y, -x)

• การหมุน 90° ตามเข็มนาฬิกา   เหมือนกับการหมุน 270° ทวนเข็มนาฬิกา
• การหมุน 90° ทวนเข็มนาฬิกา  เหมือนกับการหมุน 270° ตามเข็มนาฬิกา
• การหมุน 180° ทวนเข็มนาฬิกา  เหมือนกับการหมุน 180° ตามเข็มนาฬิกา

NOTE  : การหมุนรอบจุดก�ำเนิดท่ีได้ภาพเหมือนกัน

ตัวอย่างท่ี 1
ก�ำหนดจุด P' เป็นภาพท่ีเกิดจากการหมนุจุด P(3, 2) รอบจุดก�ำเนดิ จงหาพกัิดของจุด P' 
เมือ่ก�ำหนดขนาดของมมุและทิศทางในการหมนุดังนี ้
	 1. 90° ตามเข็มนาฬิกา	 2. 90° ทวนเข็มนาฬิกา	 3. 180° ทวนเข็มนาฬิกา
วิธีท�ำ 	

180° ทวนเข็มนาฬิกา
90° ทวนเข็มนาฬิกา

90° ตามเข็มนาฬิกา
P'(-3, -2)

P'(-2, 3)

P'(2, -3)

P(3, 2)

Y

X2-4 40-2

4

2

-2

-4
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