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เน้ือหา วันท่ีอ่าน อ่านจบ แบบฝึกหัด หมายเหตุ

บทที่ 0 เราพร้อมจะลุย

บทที่ 1 จ�ำนวนเต็ม

บทที่ 2 สมบัติของจ�ำนวนนับ

บทที่ 3 เศษส่วนและทศนิยม

บทที่ 4 สมการเชิงเส้นตัวแปรเดียว

บทที่ 5 เลขยกก�ำลัง

บทที่ 6 จ�ำนวนจริง

บทที่ 7 อัตราส่วน ร้อยละ
     และแผนภูมิรูปวงกลม

บทที่ 8 พหุนามและการแยก 
      ตัวประกอบของพหุนาม

บทที่ 9 สมการก�ำลังสอง

บทที่ 10 กราฟและความสัมพันธ์

บทที่ 11 ระบบสมการ

บทที่ 12 อสมการ

วันนี้เลย 10 คะแนนเต็ม พร้อมสุด  ๆฉดุไม่อยูแ่ล้ว

Check List

My Goal:

ก่อนเริ่ม เรามาตั้งเป้าหมายและวางแผนการอ่านหนังสือกันเถอะ

"สู้ๆ นะน้องๆ ความพยายามอยู่ท่ีไหน ความส�ำเร็จอยู่ท่ีนั่น"
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9ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

จำ�นวนเต็ม
จ�ำนวนเต็ม (Integer) แบ่งออกเป็น 3 ประเภท คอื จ�ำนวนเตม็ลบ จ�ำนวนเตม็ศูนย์ และจ�ำนวนเต็มบวก

ซึ่งน้องๆ สามารถเขียนบนเส้นจ�ำนวนได้ ดังนี้

การเปรียบเทียบจ�ำนวนเต็ม

คา่สัมบูรณ์และจ�ำนวนตรงขา้ม

จากเส้นจ�ำนวนเราจะเห็นว่า จ�ำนวนเต็มลบ < จ�ำนวนเต็มศูนย ์< จ�ำนวนเต็มบวก

	 	 ยิ่งลบมาก    ค่ายิ่งน้อย 	    เช่น -5 < -1    -399 < -199 

	 	 ยิ่งบวกมาก   ค่ายิ่งเยอะ	    เช่น 10 > 5      400 > 333

ค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของจ�ำนวนเต็มจ�ำนวนหน่ึง คือ ระยะห่างระหว่างจ�ำนวนเต็มนั้น

กับ 0 บนเส้นจ�ำนวน

บทท่ี 1

ไปทางซ้าย ค่าลด

จ�ำนวนเตม็ลบ

-4 -2-3 -1 0 1 2 3 4

จ�ำนวนเตม็ศูนย์
จ�ำนวนเตม็บวก

ไปทางขวา ค่าเพิม่
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์10

จ�ำนวนตรงขา้ม (Opposite Number) ของจ�ำนวนเต็มจ�ำนวนหน่ึง คือ จ�ำนวนเต็มอีกจ�ำนวนหนึ่ง 

โดยที่จ�ำนวนเต็มทั้งสองนี้อยู่ห่างจากศูนย์บนเส้นจ�ำนวนเป็นระยะเท่ากัน

	 ถ้า a เป็นจ�ำนวนเต็มใดๆ แล้ว จ�ำนวนตรงข้ามของ a คือ -a

เช่น ค่าสัมบูรณ์ของ 3 เขียนแทนด้วย |3| มีค่าเท่ากับ 3

   ค่าสัมบูรณ์ของ -3 เขียนแทนด้วย |-3| มีค่าเท่ากับ 3
|3| = |-3|

	 เช่น จ�ำนวนตรงข้ามของ 5 คือ -5

	    จ�ำนวนตรงข้ามของ -20 คือ -(-20) = 20

 	    **จ�ำนวนตรงข้ามของ 0 คือ 0

-4 -2-3 -1 0 1 2 3 4

ค่าสัมบูรณ์มีค่าเป็นบวก 
หรือ 0 เสมอ

NOTE

ลบเจอลบ เป็นบวก
-(-a) = a

NOTE
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์ 11

เทคนิคการบวกและการลบจ�ำนวนเต็ม

1. จ�ำนวนที่มีเครื่องหมายเหมือนกัน บวกกัน ให้น�ำค่าสัมบูรณ์มาบวกกัน ค�ำตอบจะมีเครื่องหมายเดิม

การบวก

การลบ

ตัวอย่างท่ี 1	 3 + 8 = 11 
ตัวอย่างท่ี 2	 (-5) + (-4) = -(5 + 4) = -9

ตัวอย่าง 3 - 8 = 3 + (-8)
            = -(8 - 3)
            = -5

ตัวอย่างท่ี 1 (-4) + 3 = -(4 - 3) = -1 
ตัวอย่างท่ี 2 5 + (-7) = -(7 - 5) = -2
ตัวอย่างท่ี 3 (-2) + 8 = 8 - 2 = 6 

2. เครื่องหมายต่างกัน บวกกัน ให้หาผลต่างของค่าสัมบูรณ์ของจ�ำนวนทั้งสอง ค�ำตอบจะมีเครื่องหมาย

เหมือนกับจ�ำนวนที่มีค่าสัมบูรณ์มาก

ใช้หลักการเดียวกับการบวก
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์12

เทคนิคการคูณและการหารจ�ำนวนเต็ม

ดูงา่ยๆ

เครื่องหมายเหมือนกัน คูณหารกัน ได้ค่าบวก
เครื่องหมายต่างกัน คูณหารกัน ได้ค่าลบ

+ × + = +  + × - = -  - × + = -  - × - = +

+ ÷ + = +  + ÷ - = -  - ÷ + = -  - ÷ - = +

ถา้ยังไมค่ลอ่ง

สมมติว่า + คือ ได้เงิน
      - คือ เสียเงิน

ตัวอย่างท่ี 1 (-11) - 5 = (-11) + (-5)
คิดง่ายๆ คือ เสีย 11 บาท เสีย 5 บาท 
         เท่ากับ เสียไป 16 บาท
                 ∴ (-11) - 5 = -16

ตัวอย่างท่ี 2 (-9) + 6 
คิดง่ายๆ คือ เสีย 9 บาท ได ้6 บาท  
         เท่ากับ เสียไป 3 บาท           	

	      ∴ (-9) + 6 = -3

AW_Page1_1-10_Pantone7579U.indd   12 11/27/20   4:30 PM



ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

13

เช่น

	 4 × 3 = 12  5 × (-2) = -10  (-7) × 3 = -21  (-6) × (-2) = 12

	 8 ÷ 2 = 4   6 ÷ (-3) = -2   (-15) ÷ 5 = -3  (-14) ÷ (-7) = 2

ให้ a, b และ c เป็นจ�ำนวนเต็มใดๆ

สมบัติของการบวกและการคูณจ�ำนวนเต็ม

การด�ำเนินการของจ�ำนวน

สมบัติ ส�ำหรับการบวก ส�ำหรับการคูณ

สมบัติการสลับที่ a + b = b + a a × b = b × a

สมบัติการเปลี่ยนหมู่ (a + b) + c = a + (b + c) (a × b) × c = a × (b × c)

สมบัติการแจกแจง a(b + c) = ab + ac

สมบัติของ 0 และ 1  1. a + 0 = 0 + a = a       3. a × 0 = 0 × a = 0
 2. a + (-a) = (-a) + a = 0	  4. a × 1 = 1 × a = a

เมื่อ a ≠ 0  0a = 0 แต่ 
a
0 และ 

0
0 ไม่นิยาม (ไม่มีความหมายทางคณิตศาสตร์)

1. ถ้ามีวงเล็บ  ให้ท�ำในวงเล็บก่อน

2. ถ้าไม่มีวงเล็บ  ให้คูณหรือหารก่อน โดยเริ่มท�ำจากซ้ายไปขวา 

	 	      แล้วค่อยบวกหรือลบ โดยเริ่มท�ำจากซ้ายไปขวาเช่นกัน
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์14

1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1)2  

12 + 22 + 32 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

13 + 23 + 33 + ... + n3 = n(n + 1)
2

2

เทคนิคการหาผลบวกของอนุกรมตัวเลข

ตัวอย่าง
จงหาค่าของ -3 + 15 ÷ 3 × 5 + 25

วิธีท�ำ 	
	 -3 + 15 ÷ 3 × 5 + 25 = -3 + [(15 ÷ 3) × 5] + 25

	 	 	       = -3 + (5 × 5) + 25
                      = -3 + 25 + 25
                      = 47

ยกก�ำลังเท่าไรก็คูณกันเท่านั้นตัวเลยจ้า

n ตัว

♡n  = ♡ × ♡ × ♡ × ... × ♡ 

เช่น 22 = 2 × 2 = 4
       23 = 2 × 2 × 2 = 8

น้องๆ ยังจ�ำเลขยกก�ำลังได้ใช่ไหม
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

15

ตัวอย่างท่ี 1
จงหาค่าของ 1 + 2 + 3 + ... + 50
วิธีท�ำ
	 วิธีท่ี 1 จับคู่บวก
	 	 1 + 2 + 3 + ... + 48 + 49 + 50
                    51
                    51
                    51
	 จับคู่ตัวเลข 1-50 ได ้25 คู่ แต่ละคู่มีผลบวกเท่ากับ 51
	 ดังนั้น 1 + 2 + 3 + ... + 50 = 25 × 51 = 1,275

 

	 วิธีท่ี 2	 ใช้สูตร   1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1)2  

	 	 จะได้	 1 + 2 + 3 + ... + 50 = 50(50 + 1)
2  

	 	 	 	 	      = 25(51) 
	 	 	 	 	      = 1,275 

ตอบ  1,275

25 คู่

710

ตัวอย่างท่ี 2
จงหาค่าของ 12 + 22 + 32 + ... + 202

วิธีท�ำ 	

	 ใช้สูตร	 12 + 22 + 32 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)
6  

	 จะได ้ 12 + 22 + 32 + ... + 202 = 20(20 + 1)[2(20) + 1]
6  

	 	 	 	       = 20(21)(41)
6  

	 	 	 	       = (10)(7)(41) 
	 	 	 	       = 2,870

ตอบ  2,870

3
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์16

การด�ำเนินการของจ�ำนวน

ภายใต้เงื่อนไข (เครื่องหมายใหม)่

ในเรื่องนี้จะมีการก�ำหนดเครื่องหมายการด�ำเนินการแปลกๆ แต่ไม่ต้องตกใจ น้องๆ เพียงแค่ท�ำตามเงื่อนไข

ที่โจทย์ก�ำหนดให ้ด้วยการแทนค่าตัวเลขลงไปแล้วบวก ลบ คูณ หาร ทีละขั้นตอน

ตัวอย่างท่ี 3
จงหาค่าของ 103 + 113 + 123 + 133 + 143

แนวคิด น�ำ 13 + 23 + 33 + ... + 143 มาลบออกด้วย 13 + 23 + 33 + ... + 93

วิธีท�ำ 	

	 ใช้สูตร   13 + 23 + 33 + ... + n3 = [n(n + 1)2 ]2 
	 จะได ้103 + 113 + 123 + 133 + 143 = (13 + 23 + 33 + ... + 143) 

                                - (13 + 23 + 33 + ... + 93) 

	 	 	 	 	  = [14(14 + 1)2 ]2 - [ 9(9 + 1)2 ]2 
	 	 	 	        = 1052 - 452 	
	 	    	 	        = (105 + 45)(105 - 45)
	 	 	 	        = (150)(60)
	                          = 9,000

ตอบ  9,000

น2 - ล2 = (น + ล)(น - ล)

TRICK
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์ 17

ตัวอย่างท่ี 1
ก�ำหนดให้ a ⊗ b = ab - 3 จงหาค่าของ (1 ⊗ 7) ⊗ 8
วิธีท�ำ 	
	 จาก	      a ⊗ b = ab - 3
	 จะได้	 (1 ⊗ 7) ⊗ 8 = [(1)(7) - 3] ⊗ 8
	 	 	      = 4 ⊗ 8
	 	 	      = (4)(8) - 3
	 	 	      = 29

ตอบ  29

ตัวอย่างท่ี 2
ก�ำหนดให้ m * n = 

m
n  + 2 และ x △ y = x + y - 1 จงหาค่าของ 

24 * (6 △ 3)
วิธีท�ำ 	

 จาก   x △ y = x + y - 1

จะได ้  6 △ 3 = 6 + 3 - 1

	      = 8

ดังนั้น	 24 * (6 △ 3) = 24 * 8

     

ตอบ  5

จาก	 m * n = 
m
n + 2

      24 * 8 = 24
8  + 2

	       = 3 + 2

	       = 5

AW_Page1_1-10_Pantone7579U.indd   17 11/27/20   4:30 PM



ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์18

แนวขอ้สอบ

1.  ขอ้ใดต่อไปน้ีกล่าวถูกต้อง

1. จ�ำนวนเต็มประกอบด้วยจ�ำนวนเต็มบวกและจ�ำนวนเตม็ลบ

2. ค่าสัมบูรณ์ของจ�ำนวนเต็มมค่ีามากกว่าศูนย์เสมอ

3. จ�ำนวนเต็มลบมค่ีาน้อยกว่าจ�ำนวนเต็มศูนย์เสมอ

4. จ�ำนวนตรงข้ามของจ�ำนวนเต็มใดๆ มค่ีาเป็นลบเสมอ 

2.  ผลลัพธ์ในขอ้ใดต่อไปน้ีมีค่ามากท่ีสุด

1. |5 - 7| - (-4)				   2. (-4) - |5 - 7|

3. |(-5) - 7| + (-4)	 	 	 4. (-4) + |(-5) + 7|

3.  11 - 33 ÷ 11 × 0 ÷ 3 มีค่าเท่ากับเท่าใด

1. 0	 	    			   2. 11	      

3. -22	 	     			   4. หาค่าไม่ได้

4.  จ�ำนวนตรงขา้มของ |(-5)(-8)| - |1 + (-7)| ตรงกับขอ้ใด

1. -34		     			   2. -32	 	

3. 32	 	     	 	 	 4. 34

5.  ถ้า a - 5 = 3, b + 5 = 1 และ c = a - b แล้ว c(a + b)(a
b ) มีค่าเท่ากับเท่าใด

1. -96	 	    			   2. -32	       

3. 96	 	     			   4. 32
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์
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6.  ถ้า |a + b| = 5 แล้วขอ้ใดต่อไปน้ีกล่าวผิด

1. |(-a) - b| = 5				   2. (a + b)2 = 25

3. a + b มค่ีาเท่ากับ 5	 	 	 4. (-a) - b มค่ีาเท่ากับ 5 หรอื -5 

7.  ก�ำหนดให้ (23 × 17) + 23a = (23 × 35) และ [36 × (-8)] + 11b = 47 × (-8) 

     ค่าของ a - b ตรงกับขอ้ใด

1. -26	 				    2. -10

3. 10	 	 	 	 	 4. 26

8.  ค่าของ 1 + (2 + 2) + (3 + 3 + 3) + ... + (15 + 15 + 15 + ... + 15) ตรงกับขอ้ใด

1. 1,240	 	    2. 1,395	       3. 1,550		     4. 1,860

9.  ถ้า 1 + 2 + 3 + ... + 80 = 3,240 แล้ว 81 + 82 + 83 + ... + 160 มีค่าเท่าไร

1. 8,540					     2. 9,300

3. 9,640	 	 	 	 	 4. 12,880

 10.  ถ้า m ⊗ n = m2 - n2 + 5 และ a △  b = a - b
2  แล้ว (21 ⊗ 19) △ 45 มีค่าเท่ากับ 

       เท่าใด

1. 18					     2. 20

3. 24	 	 	 	 	 4. 28

15 ตัว
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์20

เฉลยแนวขอ้สอบ

1. ตอบ 3.   จ�ำนวนเต็มลบมีค่าน้อยกว่าจ�ำนวนเต็มศูนย์เสมอ

พิจารณาตัวเลือกทีละข้อ

1. จ�ำนวนเต็มประกอบด้วยจ�ำนวนเต็มบวกและจ�ำนวนเต็มลบ  

ผิด เพราะจ�ำนวนเต็มประกอบด้วย จ�ำนวนเต็มบวก จ�ำนวนเต็มลบ และจ�ำนวนเต็มศูนย์

2. ค่าสัมบูรณ์ของจ�ำนวนเต็มมีค่ามากกว่าศูนย์เสมอ

ผิด เพราะค่าสัมบูรณ์ของจ�ำนวนเต็มมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับศูนย์

3. จ�ำนวนเต็มลบมีค่าน้อยกว่าจ�ำนวนเต็มศูนย์เสมอ

ถูก เพราะจ�ำนวนเต็มลบ < จ�ำนวนเต็มศูนย ์< จ�ำนวนเต็มบวก

4. จ�ำนวนตรงข้ามของจ�ำนวนเต็มใดๆ มีค่าเป็นลบเสมอ

	 ผดิ เพราะจ�ำนวนตรงข้ามของจ�ำนวนเต็มลบใดๆ จะมค่ีาเป็นบวก เช่น จ�ำนวนตรงข้ามของ -3 คอื 3

2. ตอบ 3.   |(-5) - 7| + (-4)

พิจารณาตัวเลือกทีละข้อ

จะเห็นว่า ค่าที่มากที่สุดคือ 8 (ตัวเลือกที่ 3)

1. |5 - 7| - (-4) = |-2| + 4

= 2 + 4

= 6

3. |(-5) - 7| + (-4) = |-12| - 4

= 12 - 4

= 8

2. (-4) - |5 - 7| = (-4) - |-2|  

= (-4) - 2

= -6

4. (-4) + |(-5) + 7| = (-4) + |2|

= (-4) + 2

= -2
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

21

3. ตอบ 2.   11

11 - 33 ÷ 11 × 0 ÷ 3 = 11 - (33 ÷ 11 × 0 ÷ 3)

	 	 	       = 11 - (3 × 0 ÷ 3)

	 	 	       = 11 - (0 ÷ 3)

	 	 	       = 11 - 0 

	 	 	       = 11

4. ตอบ 1.   -34

หาค่าของ |(-5)(-8)| - |1 + (-7)| ก่อน

	 	  |(-5)(-8)| - |1 + (-7)| = |40| - |-6|

	 	 	 	      = 40 - 6

	 	 	 	      = 34

จ�ำนวนตรงข้ามของ 34 คือ -34 

ดังนั้น จ�ำนวนตรงข้ามของ |(-5)(-8)| - |1 + (-7)| คือ -34

5. ตอบ 1.   -96

จาก a - 5 = 3

จะได้ว่า   a = 3 + 5 

	    = 8

จาก    c = a - b

จะได้ว่า  c = 8 - (-4) 

        = 8 + 4 = 12

จาก b + 5 = 1

จะได้ว่า   b = 1 - 5

	    = -4

แทนค่า a = 8, b = -4 และ c = 12

จะได้          c(a + b)( ab ) = 12[8 + (-4)]( 8-4)
	 	 	            = 12(8 - 4)(-2)  

	 	 	            = 12(4)(-2)	 = -96

ข้อนี้ดูดีๆ 
โจทย์ให้หาจ�ำนวนตรงข้าม
อย่าโดนหลอกนะ 
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์22

Date :

6. ตอบ 3.   a + b มีค่าเท่ากับ 5

พิจารณาตัวเลือกทีละข้อ เมื่อโจทย์ก�ำหนดให้ |a + b| = 5

1. |(-a) - b| = 5

  ถูก เพราะ |(-a) - b| = |-(a + b)|

	 	     = |a + b| 

	 	     = 5	

3. a + b มีค่าเท่ากับ 5

  ผิด เพราะ a + b มีค่าเท่ากับ 5  

     หรือ -5

2. (a + b)2 = 25

  ถูก เพราะ (a + b)2 = |a + b|
2

	 	      = 52

	 	      = 25

4. (-a) - b มีค่าเท่ากับ 5 หรือ -5

  ถูก เพราะจากตัวเลือกที ่1. |(-a) - b| = 5 

     ดังนั้น (-a) - b มีค่าเท่ากับ 5 หรือ -5

7. ตอบ 4.   26

จาก   (23 × 17) + 23a = (23 × 35)  

จะได้      23(17 + a) = (23 × 35)

	 	     17 + a = 35

	 	 	   a = 35 - 17 

	 	 	   a = 18

จาก  [36 × (-8)] + 11b = 47 × (-8)	 	

จะได้	 	  11b = [47 × (-8)] - [36 × (-8)]

	 	 	  11b = (47 - 36) × (-8)

	 	 	  11b = 11(-8)	 	

	 	 	   b = -8	

ดังนั้น a - b = 18 - (-8) = 18 + 8 = 26

“ตัวร่วม” ก็คือ 
ตัวประกอบร่วมนั่นเอง
เราดึงมันออกมาเพื่อให้
สามารถตัดทอนกันได ้

ตัวเลขจะได้น้อยๆ ค�ำนวณง่าย

ใช้สมบัติการแจกแจง (ดึงตัวร่วม คือ 23 ออกมา)

เห็นตัวร่วม -8 อยู ่2 วงเล็บ จัดมาไว้ด้วยกันก่อน

ดึงตัวร่วม

11 เป็นตัวร่วม
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์

Date :

23

8. ตอบ 1.   1,240

1 + (2 + 2) + (3 + 3 + 3) + ... + (15 + 15 + 15 + ... + 15)  

	 = 1(1) + 2(2) + 3(3) + ... + 15(15)

	 = 12 + 22 + 32 + ... + 152

	 = 15(15 + 1)[2(15) + 1]
6  

	 = 15(16)(31)
6

	 = (5)(8)(31) 

	 = 1,240

9. ตอบ 3.   9,640

โจทย์ให้ 1 + 2 + 3 + ... + 80 = 3,240  

ต้องการหา 81 + 82 + 83 + ... + 160  

เรารูว่้า 81 + 82 + 83 + ... + 160 = (1 + 2 + 3 + ... + 160) - (1 + 2 + 3 + ... + 80)

	 	 	 	     = 160(160 + 1)2  - 3,240          

	 	 	 	     = (80)(161) - 3,240  

	 	 	 	     = 12,880 - 3,240 

	 	 	 	     = 9,640

15 ตัว

ใช้สูตร 12 + 22 + 32 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1)6  
8

80

5

2

ใช้สูตร 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1)
2  

โจทย์ให้มาแล้ว แทนเลย

♡ + ♡ + ♡ + ... + ♡ = n(♡)   

n ตัว

NOTE
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์24

Date :

10. ตอบ 2.   20

จาก            m ⊗ n = m2 - n2 + 5

จะได้ว่า	       21 ⊗ 19 = 212 - 192 + 5

	                    = (21 + 19)(21 - 19) + 5

                        = (40)(2) + 5 

	 	 	 	  = 85

ดังนั้น    (21 ⊗ 19) △ 45 = 85 △ 45

จาก	         a △ b = a - b
2

จะได้ว่า         85 △ 45 = 85 - 45
2  

	 	              = 402  

                    = 20

น2 - ล2 = (น + ล)(น - ล)

TRICK
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สมบัติของ
จำ�นวนนับ
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์26

สมบัติของจำ�นวนนับ

จ�ำนวนนับ เป็นจ�ำนวนที่เราใช้นับสิ่งต่างๆ ได้แก่ 1, 2, 3, ... 

จ�ำนวนนับ = จ�ำนวนเต็มบวก = จ�ำนวนธรรมชาติ

อยา่พลาด!

จ�ำนวนนับ เริ่มจาก 1
ไม่ใช่ 0 นะ

การหารลงตัว

คือ หารแล้วเหลือเศษเป็นศูนย ์หรือเรียกว่า ไม่มีเศษ

สัญลักษณ์

หารลงตัว a หาร b ลงตัว เขียนแทนด้วย a | b

เช่น 2 | 4, 6 | 18, 7 | 35 

หารไม่ลงตัว a หาร b ไม่ลงตัว เขียนแทนด้วย a ∤ b

เช่น 3 ∤ 11, 4 ∤ 18, 10 ∤ 21

บทท่ี 2

หาร vs หารด้วย 
12 ÷ 4

อ่านว่า 12 หารด้วย 4 หรือ 4 หาร 12 มี 12 เป็นตัวตั้ง และ 4 เป็นตัวหาร
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์ 27

Date :

ตัวประกอบของจ�ำนวนนับ

จ�ำนวนคูแ่ละจ�ำนวนค่ี

จ�ำนวนเฉพาะและจ�ำนวนประกอบ

คือ จ�ำนวนนับที่หารจ�ำนวนนับนั้นได้ลงตัว

เช่น ตัวประกอบทั้งหมดของ 12 คือ 1, 2, 3, 4, 6, 12

   5 เป็นตัวประกอบของ 20 (เพราะ 5 หาร 20 ลงตัว)

   **1 เป็นตัวประกอบของจ�ำนวนนับทุกจ�ำนวน**

จ�ำนวนคู่ (Even Number) คือ จ�ำนวนที่ 2 หารลงตัว

จ�ำนวนค่ี (Odd Number) คือ จ�ำนวนที่ 2 หารแล้วเหลือเศษ 1

คู่ ± คู ่= คู่	เช่น 6 + 4 = 10, 6 - 4 = 2

คู่ ± คี ่= คี่	เช่น 8 + 5 = 13, 8 - 5 = 3

คี่ ± คี ่= คู่	เช่น 11 + 3 = 14, 11 - 3 = 8

จ�ำนวนเฉพาะ (Prime Number) 		

คือ จ�ำนวนนับที่มากกว่า 1 และมีตัวประกอบเพียง 2 ตัว คือ 1 และตัวมันเอง

จ�ำนวนเฉพาะตั้งแต ่1-100 ได้แก ่2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,   

                       53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 รวม 25 ตัว

0 เป็นจ�ำนวนคู่

NOTE
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์28

อยา่พลาด!

**1 ไม่เป็นจ�ำนวนเฉพาะ**
**2 เป็นจ�ำนวนคู่ตัวเดียวที่เป็นจ�ำนวนเฉพาะ**

จ�ำนวนประกอบ (Composite Number) 		

คือ จ�ำนวนที่มีตัวประกอบมากกว่า 2 ตัว

เช่น 21 เป็นจ�ำนวนประกอบ เพราะ 21 มีตัวประกอบ คือ 1, 3, 7, 21 (มากกว่า 2 ตัว)

เทคนิคการตรวจสอบจ�ำนวนเฉพาะ

อยากรู้ว่า n เป็นจ�ำนวนเฉพาะหรือไม่?
1. หาจ�ำนวนเฉพาะทั้งหมดที่ยกก�ำลังสองแล้วยังน้อยกว่า n อยู่
2. น�ำจ�ำนวนเฉพาะที่ได้ในขั้นแรกไปหาร n
    • ถ้ามีจ�ำนวนเฉพาะอย่างน้อย 1 ตัวที่หาร n ลงตัว แสดงว่า n ไม่ใช่จ�ำนวนเฉพาะ
   • ถ้าไม่มีจ�ำนวนเฉพาะที่หาร n ลงตัวเลย แสดงว่า n เป็นจ�ำนวนเฉพาะ

ตัวอย่าง
จงตรวจสอบว่า 191 เป็นจ�ำนวนเฉพาะหรือไม่
วิธีท�ำ
	 ขัน้ท่ี 1 จ�ำนวนเฉพาะที่ยกก�ำลังสอง
         แล้วยังน้อยกว่า 191 
         ได้แก่ 2, 3, 5, 7, 11, 13

ทด

22 = 4	     72 = 49
32 = 9	    112 = 121
52 = 25	    132 = 169
          172 = 289 เกิน 191
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์ 29

	 ขัน้ท่ี 2 ตรวจสอบ
         2 ∤ 191		 3 ∤ 191		 5 ∤ 191 
	       7 ∤ 191		 11 ∤ 191	 13 ∤ 191 
         ไม่มีจ�ำนวนเฉพาะใดหาร 191 ลงตัว
         ดังนั้น 191 เป็นจ�ำนวนเฉพาะ

จ�ำนวนเต็มบวกทุกจ�ำนวนที่มากกว่า 1 สามารถเขียนให้อยู่ในรูปผลคูณของจ�ำนวนเฉพาะ (แยกตัวประกอบ)

ได้แบบเดียวเท่านั้น (ไม่รวมการสลับที่ตัวคูณหรือการคูณด้วย 1)

	 N = P1
C1 ∙ P2

C2 ∙ P3
C3 ∙ ... ∙ PkCk 

โดยที่ P1, P2, P3, ..., Pk เป็นจ�ำนวนเฉพาะที่แตกต่างกัน

    C1, C2, C3, ..., Ck เป็นจ�ำนวนเต็มบวก

    เช่น

มันคือการแยกตัวประกอบนั่นเอง

240 = 24 × 3 × 5

     240
  2      120
      2      60
          2      30
              2      15
                 3      5

108 = 22 × 33

      108
  9	      12
3   3     3    4             
            2    2

ทฤษฎีบทหลักมูลเลขคณิต
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์30

เราสามารถหาจ�ำนวนตัวประกอบทั้งหมดของจ�ำนวนนับได ้โดย

1. แยกตัวประกอบ (เขียนให้อยู่ในรูปผลคูณของจ�ำนวนเฉพาะ)

	 N = P1
C1 × P2

C2 × P3
C3 × ... × Pk

Ck 

2. จ�ำนวนตัวประกอบทั้งหมดของ N (จ�ำนวนเต็มบวกทั้งหมดที่หาร N ลงตัว)

	 มีเท่ากับ (C1 + 1)(C2 + 1)(C3 + 1)...(Ck + 1) จ�ำนวน

การหาจ�ำนวนตัวประกอบ 

(จ�ำนวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีหาร N ลงตัว)

เอาเลขชี้ก�ำลังมาบวก 1 แล้วคูณกัน

เท่ากันเลย

ตัวอย่างท่ี 1
จงหาว่าตัวประกอบทั้งหมดของ 24 มีกี่จ�ำนวน
วิธีท�ำ
	 วิธีท่ี 1	 ตัวประกอบของ 24 ได้แก่
          1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24     มีทั้งหมด 8 จ�ำนวน
	 วิธีท่ี 2	 24 = 23 × 31

	 	 จ�ำนวนตัวประกอบทั้งหมดของ 24
	 	 เท่ากับ (3 + 1) × (1 + 1) = 4 × 2 = 8 จ�ำนวน

ตอบ  8 จ�ำนวน

ถ้าเป็นจ�ำนวน
ที่มีค่ามากๆ 
ใช้วิธีที่ 2 

จะเร็วและชัวร์กว่า
ในระดับนี้ ถ้าพูดถึงตัวประกอบ 

เราจะพิจารณาเพียงตัวประกอบที่เป็นบวกนะ
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ตัวอย่างท่ี 2
จงหาว่ามีจ�ำนวนเต็มบวกกี่จ�ำนวนที่หาร 4,500 ลงตัว
วิธีท�ำ
	 4,500 = 22 × 32 × 53

	 มีจ�ำนวนเต็มบวกที่หาร 4,500 ลงตัว
	 (2 + 1) × (2 + 1) × (3 + 1) = 3 × 3 × 4 = 36 จ�ำนวน

ตอบ  36 จ�ำนวน

หาจ�ำนวนตัวประกอบทั้งหมดนั่นเอง

ควรรู้

ถ้า a, b เป็นจ�ำนวนเฉพาะที่แตกต่างกัน
ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1

ค.ร.น. ของ a และ b เท่ากับ a × b

ตัวหารรว่มท่ีมากท่ีสุด (ห.ร.ม.) และ 

ผลคูณรว่มท่ีน้อยท่ีสุด (ค.ร.น.)

ห.ร.ม. ของ a และ b

คือ จ�ำนวนนับที่มากที่สุดที่หารทั้ง a และ b ลงตัว

ค.ร.น. ของ a และ b	

คือ จ�ำนวนนับที่น้อยที่สุดที่ a และ b หารลงตัว
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ติวเข้ม! เตรียมเข้า ม.4 คณิตศาสตร์32

วิธีหารส้ัน
2  18   30

3   9   15
	 3   5

ห.ร.ม. = 2 × 3 = 6
ค.ร.น. = 2 × 3 × 3 × 5 = 90

วิธีแยกตัวประกอบ

18 = 2 × 3 × 3

30 = 2 × 3 × 5
ห.ร.ม. = 2 × 3 = 6
ค.ร.น. = 2 × 3 × 3 × 5 = 90

ตัวอย่างท่ี 1
จงหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ 18 กับ 30
วิธีท�ำ

ตอบ  ห.ร.ม. = 6, ค.ร.น. = 90

ใช้วิธีหารสั้นจะเร็วกว่า

ตัวอย่างท่ี 2
จงหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ 15, 27 และ 30
วิธีท�ำ
		

หา ห.ร.ม.
3  15   27   30

     5   9    10

ไม่มีตัวหารร่วมของทั้ง 3 ตัวแล้ว เป็นอันเสร็จ
	 ห.ร.ม. = 3
	 ดังนั้น ห.ร.ม. ของ 15, 27 และ 30 เท่ากับ 3
		  หา ค.ร.น.

3  15   27   30

   5   5   9    10
     1   9     2

	 ค.ร.น. = 3 × 5 × 1 × 9 × 2 = 270
	 ดังนั้น ค.ร.น. ของ 15, 27 และ 30 เท่ากับ 270

ตอบ  ห.ร.ม. = 3, ค.ร.น. = 270

5 กับ 10 
ยังมีตัวหารร่วมอยู ่

ท�ำต่อ!
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33

ในการหา ห.ร.ม. ถ้าเป็นจ�ำนวนมากๆ หรือหาตัวหารยาก แนะน�ำ “การหาแบบยุคลิด”

หาโดยการน�ำตัวเลขน้อยหารตัวเลขมาก เหลือเศษเท่าไรเอาไปหารตัวหารเดิม ท�ำไปเรื่อยๆ จนกว่าจะ 

หารลงตัว (เศษเป็น 0) ตัวหารครั้งสุดท้าย คือ ห.ร.ม.

ตัวอย่างท่ี 3
จงหา ห.ร.ม. ของ 424 และ 795
วิธีท�ำ

	 ดังนั้น ห.ร.ม. ของ 424 และ 795 คือ 53
 ตอบ  53

1	 424
-
	 795

-
	 1

	 371	 424	

	 53	 371
-
	 7

	 	 371	

	 	  0

1) 424 หาร 795 เท่ากับ 1 เศษ 371

2) 371 หาร 424 เท่ากับ 1 เศษ 53

3) 53 หาร 371 เท่ากับ 7 (หารลงตัว)

ท�ำไปเรื่อยๆ 
จนเจอตัวสุดท้ายที่หารลงตัว 

(เหลือเศษ 0) ตัวนั้น
คือ ห.ร.ม.
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45

3

ลักษณะโจทย์ท่ีใช้ ห.ร.ม.

• โจทย์ถามเกี่ยวกับการแบ่งเป็นชุดละเท่าๆ กัน เช่น แบ่งกลุ่ม แบ่งของ แบ่งเชือก

• มักเจอค�ำว่า “มากที่สุด”

แนวโจทยท่ี์ใช ้ห.ร.ม.

ตัวอย่างท่ี 5
มมีะม่วง 70 ผล และแอปเปิล 112 ผล แบ่งใส่ถุง ถุงละเท่าๆ กัน โดยไม่ ให้เหลือและ
ไม่ปนกัน จะแบ่งได้มากที่สุดถุงละกี่ผล และแบ่งได้อย่างละกี่ถุง
วิธีท�ำ
	 หา ห.ร.ม. ของ 70 และ 112

               2  70	   112

               7  35	   56
	                5    8

ผลคูณของจ�ำนวนสองจ�ำนวน = ค.ร.น. × ห.ร.ม.

แนวโจทยห์าผลคูณของจ�ำนวนสองจ�ำนวน

ตัวอย่างท่ี 4
จ�ำนวนสองจ�ำนวนม ีห.ร.ม. เป็น 9 ม ีค.ร.น. เป็น 135 ถ้าจ�ำนวนหนึง่เป็น 27 
แล้วอีกจ�ำนวนหนึ่งมีค่าเท่าใด
วิธีท�ำ
	 ให้จ�ำนวนอีกจ�ำนวน คือ  A
	 เนื่องจาก ผลคูณของจ�ำนวนสองจ�ำนวน = ค.ร.น. × ห.ร.ม.
	                   A × 27 = 135 × 9

                          A = 135 × 927
                          A = 45
	 ดังนั้น จ�ำนวนจริงอีกจ�ำนวนหนึ่ง คือ 45

ตอบ  45
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ลักษณะโจทย์ท่ีใช้ ค.ร.น.

• โจทย์ถามเกี่ยวกับช่วงเวลา การพบกัน/พร้อมกันอีกครั้ง เช่น การตีระฆัง รถไฟ วิ่งแข่ง

• มักเจอค�ำว่า “น้อยที่สุด”

ตัวอย่างท่ี 6
รถไฟขบวน A ออกทุกๆ 30 นาที รถไฟขบวน B ออกทุกๆ 40 นาท ีและรถไฟ
ขบวน C ออกทุกๆ 50 นาท ีถ้ารถไฟทัง้สามขบวนออกจากชานชาลารอบแรกพร้อมกัน 
เวลา 06.00 น. อยากทราบว่ารถไฟทั้งสามขบวนจะออกพร้อมกันครั้งต่อไปเวลาเท่าใด
วิธีท�ำ

	 หา ค.ร.น. ของ 30, 40 และ 50

               2  30	  40  50
               5  15	  20  25
			       3	   4   5

	 ค.ร.น. ของ 30, 40 และ 50 เท่ากับ 2 × 5 × 3 × 4 × 5 = 600 
	 จะได้ว่า รถไฟทั้งสามขบวนจะออกพร้อมกันครั้งต่อไป 
	      เมื่อเวลาผ่านไป 600 นาที = 10 ชั่วโมง
	 ดังนั้น รถไฟจะออกพร้อมกันอีกครั้งเวลา 16.00 น. 
         (จากเวลา 06.00 น. เพิ่มอีก 10 ชั่วโมง)

ตอบ  เวลา 16.00 น.

	 ห.ร.ม. เท่ากับ 2 × 7 = 14
	 ดังนั้น จะแบ่งได้มากที่สุดถุงละ 14 ผล เป็นมะม่วง 5 ถุง และแอปเปิล  

           8 ถุง
ตอบ  แบ่งได้มากที่สุดถุงละ 14 ผล เป็นมะม่วง 5 ถุง แอปเปิล 8 ถุง

แนวโจทยท่ี์ใช ้ค.ร.น.
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